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5.1 系统差分方程的经典解

差分方程的基本概念

差分方程的经典解



对于单输入单输出的LTI离散系统来说，描述其输入-输出关系的

数学模型是 n 阶常系数线性差分方程，本课程采用后向差分方程，其

一般形式为：

◼ 差分方程的基本概念

➢ 初始条件：n 阶系统在 时接入激励后的响应值。0k =

( 1), ( 2), , ( )y y y n− − −

➢ 初始状态：n 阶系统在激励尚未接入前的响应值。

(0), (1), , ( 1)y y y n −

激励接入前

激励接入后

1 0 0( ) ( 1) ( ) ( ) ( )n my k a y k a y k n b e k b e k m n m−+ − + + − = + + − 

是为了保证系统响应在激励瞬间或者之后产生，保证因果性。n m

方程/系统阶数：指未知变量最高序号与最低序号的差。



➢ 差分方程右侧为零时称为齐次方程，即 。

齐次解

◼ 差分方程的经典解

➢ 齐次解指齐次方程的解，只由系统的特征根决定。

( )hy k

0

( ) 0
n

n i

i

a y k i−

=

− =

n 阶差分方程的齐次解

1 0( ) ( 1) ( ) 0ny k a y k a y k n−+ − + + − =

特征方程

1

1 1 0 0n n

na a a  −

−+ + + + =

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )k k k

h n ny k C C C  = + + +

1 2

1 2 1 1( )( )r r k

r rC k C k C k C − −

−+ + +

 1 2 1 2cos( ) sin( ) cos( ),k k jC k C k A k Ae C jC   +   − = +或

◼ 特征根均为单根：

◼ 特征根含 r 重根 ： 
1

共轭复根对应的解为◼ 特征根含共轭复根 ：

特征根  
1 2, , , n  

r 重根对应

1,2

je   =



特解的形式与激励的函数形式有关。特解

◼ 差分方程的经典解

( )py k

根据激励的形式选定含待定系数的特解，将特解和激励代入原

差分方程中，比较方程两端的系数可确定待定系数大小。

下表给出几种典型激励信号对应的特解形式。

激励在 时刻加入系统，故特解存在区间为 。0k = 0k 

激励信号 ( )e k  特解 ( )py k  

E（常数） P（常数）（所有特征根不为 1） 

mk  

1

1 1 0

m m

m mP k P k Pk P−

−+ + + +      （所有特征根不为 1） 

1

1 1 0

r m m

m mk P k P k Pk P−

−
 + + + +   （有 r 个为 1 的特征根） 

ka  

kPa                          （a 不等于特征根） 

1 0( ) kPk P a+                    （a 等于一个特征根） 
1

1 1 0( )r r k

r rP k P k Pk P a−

−+ + + +    （a 等于 r 重特征根） 

cos( ) sin( )k k ，  1 2cos( ) sin( )P k P k + 或 1 2cos( ) jA k Ae P jP − = +，  

 



➢ 此时齐次解中尚含待定系数 ，n 阶差分方程需利用 n 个初始条

件 确定之。

➢ 将特解与齐次解相加就得到全解。

全解

◼ 差分方程的经典解

( )y k

(0), (1), , ( 1)y y y n −

 
iC

经典解法流程图

( ) ( ) ( )h py k y k y k= +

齐次解

自由响应

特解

强迫响应



例题1

某LTI离散系统的差分方程为

当 时，求解系统全响应。

( ) 4 ( 1) 4 ( 2) ( )y k y k y k e k+ − + − =

( ) 2 ( ), (0) 0, (1) 1ke k k y y= = = −



初始状态 ，求初始条件 。

例如：差分方程 ，激励

➢ 若题目给定的是系统差分方程和初始状态，则初始条件可通过差

分方程的迭代求得。

补充说明

◼ 差分方程的经典解

( ) ( 1) 2 ( 2) ( )y k y k y k e k− − − − =

( 1) 2, ( 2) 1 2y y− = − = −

( ) ( )e k k=

( ) ( 1) 2 ( 2) ( )y k y k y k e k= − + − +

则初始条件：

(0), (1)y y

(0) ( 1) 2 ( 2) (0) 2 2 ( 1 2) 1 2

(1) (0) 2 ( 1) (1) 2 2 2 1 7

y y y e

y y y e

= − + − + = +  − + =


= + − + = +  + =



5.2 零输入响应与零状态响应

零输入响应

零状态响应

系统全响应

求解思路总结



➢ 由于激励为零，因此 对应齐次方程 。

零输入响应

◼ 零输入响应

➢ 零输入响应指的是在激励为零时，仅由初始状态引起的响应。

( )ziy k

( )ziy k
0

( ) 0
n

n i

i

a y k i−

=

− =

➢ 零输入响应由特征根决定，形式为齐次解。当特征根均为单实根

时，零输入响应的形式为

1

( ) , 0
n

k

zi xi i

i

y k C k
=

= 

➢ 确定待定系数 ：由初始状态 直接确定，也

可以利用齐次方程迭代求得零输入初始条件 ，

两种方法等价。

xiC ( 1), ( 2), , ( )y y y n− − −

zero input

(0), (1), , ( 1)zi zi ziy y y n −



➢ 此时 对应非齐次方程

零状态响应

◼ 零状态响应

➢ 零状态响应指的在初始状态为零时，仅由激励引起的响应。

( )zsy k

( )zsy k
0 0

( ) ( )
n m

n i m j

i j

a y k i b e k j n m− −

= =

− = −  

➢ 零状态响应包含相应的齐次解和特解两部分。当特征根均为单实

根时，零状态响应的形式为

1

( ) ( ) 0
n

k

zs si i p

i

y k C y k k
=

= + 

➢ 确定待定系数 ：由零状态初始条件 确定。siC (0), (1), , ( 1)zs zs zsy y y n −

在 时，通过差分方程的迭代求得。( 1) ( 2) ( ) 0zs zs zsy y y n− = − = = − =

zero state



全响应

◼ 全响应

( )y k ( ) ( ) ( )zi zsy k y k y k= +

➢零输入响应包含一部分齐次解，零状态响应包含另一部分齐次解以

及特解，待定系数满足 。 
i xi siC C C= +

➢ 辨析：待定系数 与齐次解待定系数 的区别。,xi siC C iC



( )ziy k

◼ 求解思路总结

( )zsy k

时域分析流程图



例题2

某LTI离散系统差分方程为 ，初始状

态 ，激励 ，求系统的零输入响应 ，

零状态响应 与全响应 。

( ) ( 1) 2 ( 2) ( )y k y k y k e k− − − − =

( 1) 2, ( 2) 1 2y y− = − = − ( ) ( )e k k= ( )ziy k

( )zsy k ( )y k



例题3

将例2中的方程改为 ，初始状态

仍为 ，求此时系统的零输入响应 ，零状态

响应 与全响应 。

( ) ( 1) 2 ( 2) 2 ( 2)y k y k y k k− − − − = −

( 1) 2, ( 2) 1 2y y− = − = − ( )ziy k

( )zsy k ( )y k

( ) ( 1) 2 ( 2) ( )

( 1) 2, ( 2) 1 2

y k y k y k k

y y

− − − − =


− = − = −

0

0

( ) ( 1) 2(2) ( )

1 4 1
( ) ( 1) (2) ( )

6 3 2

k k

zi

k k

zs

y k k

y k k





  = − − + 
  

= − + −  
 

上例：

( ) ( 1) 2 ( 2) 2 ( 2)

( 1) 2, ( 2) 1 2

y k y k y k k

y y

− − − − = −


− = − = −

0

0

( ) ( )

( ) 2 ( 2)

zi zi

zs zs

y k y k

y k y k

=


= −

2 21 4 1 1 2
( ) 2 ( 1) (2) ( 2) ( 1) (2) 1 ( 2)

6 3 2 3 3

k k k k

zsy k k k − −   
= − + − − = − + − −   

   

( ) ( 1) 2(2) ( )k k

ziy k k = − − + 



➢评注：若方程右侧存在激励的移位与线性组合，可利用线性时不变

性质求解零状态响应。此外，由于激励在 k = 2 时刻接入，则 y(0) ，

y(1) 也可视为初始状态，此时 满足 。

例题3

将例2中的方程改为 ，初始状态

仍为 ，求此时系统的零输入响应 ，零状态

响应 与全响应 。

( ) ( 1) 2 ( 2) 2 ( 2)y k y k y k k− − − − = −

( 1) 2, ( 2) 1 2y y− = − = − ( )ziy k

( )zsy k ( )y k

( ) ( 1) 2(2) ( )k k

ziy k k = − − + 

 
1 2 1 2

( ) ( 1) (2) 1 ( 1) (2) 1
3

)
3 3 3

( 2) ( ) ( ) ( 1k k k k

zsy k k k kk    
   

= − + − = − + −   


− −
 

− −


1 2
( 1) (2) 1 ( )

3 3

k k k
 

= − + − 
 

0 0 0

( ) ( ) (0) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f k k f k

f k k k f k k k

 

 

=


− = −

(0) (1) 0zs zsy y= =( )zsy k

2 8
( ) ( ) ( ) ( 1) (2) 1 ( )

3 3

k k

zi zsy k y k y k k
 

= + = − − + − 
 



5.3 单位序列响应与单位阶跃响应

单位序列响应

单位阶跃响应

h(k)与g(k)的关系



➢ 确定待定系数 ：由零状态初始条件 确定。

在 时，通过差分方程的迭代求得。

单位序列响应的定义

◼ 单位序列响应 h(k)

激励为单位序列 时，LTI系统的零状态响应称为单位序列响应，

记为 ，也称单位样值响应/单位脉冲响应。

( )k

( )h k

   ( ) (0) 0 , ( ) ( )h k T x e k k= =  

单位序列响应的求解

1 1 2 2( ) , 0k k k

n nh k C C C k  = + + + 

( 1) ( 2) ( ) 0h h h n− = − = = − =

(0), (1), , ( 1)h h h n −

➢ 方程右侧仅有 δ(k) ：当 k > 0 时，方程右侧为 0 ，特解为 0 。

➢ 方程右侧是 δ(k) 及其移位的线性组合：可利用LTI性质求解。

设特征根均为单根，则：

iC

齐次解



例题4

已知某LTI离散系统的系统框图如图，试求单位序列响应 。( )h k



例题5

某离散系统的差分方程为

试求系统的单位序列响应 。

( ) 5 ( 1) 6 ( 2) ( ) 3 ( 2)y k y k y k e k e k+ − + − = − −

( )h k



单位阶跃响应的定义

◼ 单位阶跃响应 g(k)

激励为单位阶跃序列 时，LTI系统的零状态响应称为单位阶跃

响应，记为 。

( )k

( )g k

   ( ) (0) 0 , ( ) ( )g k T x e k k= =  

需注意的是，此处对应非齐次方程，因此单位阶跃响应可能包含

有特解，按照分析零状态响应的一般思路去求解就可以。



例题6

某LTI离散系统的差分方程为 ，试求

系统的单位阶跃响应 。

( ) ( 1) 2 ( 2) ( )y k y k y k e k− − − − =

( )g k



◼ h(k) 与 g(k) 的关系

( ) ( )
k

i

k i 
=−

= ( ) ( ) ( 1)k k k  = − −

( ) ( ) ( 1)h k g k g k= − − ( ) ( )
k

i

g k h i
=−

= 

系统 系统 ( )h k ( )g k





单位序列响应完全由系统差分方程决定，可表征系统特性，可以

用 和 表征系统，并判断系统的因果性、稳定性等特性。

说明

( )g k( )h k



例题7

1) 已知某LTI离散系统的单位序列响应为 ，

试求该系统的单位阶跃响应 ；

2) 已知某LTI离散系统的单位阶跃响应为 ，试求该系统的

单位序列响应 。

( )g k

1 2
( ) ( 1) (2) ( )

3 3

k kh k k
 

= − + 
 

( ) 2 ( )kg k k=

( )h k



5.4 卷积和

卷积和的定义

卷积和的求解

卷积和的性质



卷积和的定义式

◼ 卷积和的定义

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )
n

f k f k f n f k n
+

=−

 = −

➢ 这个求和式中， n 是为了防止变量混淆而虚设的求和变量

➢ 卷积和的最终结果是一个新的离散序列，自变量仍然为时间 k

➢ 卷积和实质上是一个关于移位量 k 的离散时间序列

对定义式的说明

直观理解：上式对 n 求和，最后剩下的变量是 k 。



解析法

◼ 卷积和的求解
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )

n

f k f k f n f k n
+

=−

 = −

➢ 若 是因果序列，即 ， 不受限制，则：1( )f k
1( ) 0, 0f k k=  2 ( )f k

1 2 1 2

0

( ) ( ) ( ) ( )
n

f k f k f n f k n
+

=

 = − 0n 

➢ 若 是因果序列，即 ， 不受限制，则：2 ( )f k
2 ( ) 0, 0f k k=  1( )f k

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )
k

n

f k f k f n f k n
=−

 = − 0k n n k−   

➢ 若 均为因果序列， ，则：1 2( ), ( )f k f k
1 2( ) ( ) 0, 0f k f k k= = 

1 2 1 2

0

( ) ( ) ( ) ( )
k

n

f k f k f n f k n
=

 = − 0, 0 0n k n n k −    

1 2( ), ( ),f k k n f k k k n→ → −变量置换：

相乘求和：求和变量为 n ，结果为关于 k 的序列。

关键：依据序列的形式确定求和范围，从而确定卷积和的信号形式



例题8

1) ( ) ( ) 2) ( ) ( ) 3) ( ) ( 4)

4) 0.5 ( ) 1 5) 0.5 ( ) (1 )

k k k

k k

k k a k b k a k k

k k k

     

  

   −

  −

求解下列卷积和。

注意：求和区间的确定（n 的范围），求得卷积和后序列的范围。



图解法

◼ 卷积和的求解
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )

n

f k f k f n f k n
+

=−

 = −

➢ 变量置换： ，作出 的波形；

➢ 序列反折： ，即作出 关于纵轴反折后的波形；

1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( )f k f n f k f n→ → 1 2( ), ( )f n f n

2 2( ) ( )f n f n→ − 2 ( )f n

➢ 序列移位： ，即将 沿着 n 轴平移一个 k 值，得

到 ： 时左移， 时右移；

2 2( ) ( )f n f k n− → − 2 ( )f n−

2 ( )f k n− 0k 0k 

➢ 序列相乘：将移位后的序列 与 相乘，得到卷积和的求和

函数 ；

2 ( )f k n− 1( )f n

1 2( ) ( )f n f k n−

➢ 进行求和：若 与 序列有重叠，则卷积和为

在重叠区间的求和；若序列波形无重叠，则卷积和为0；

2 ( )f k n−1( )f n
1 2( ) ( )f n f k n−

➢ 时间遍历：令 k 在 内变化，重复以上步骤，解出卷积和。 ( , )− +



用图解法求解

和 的卷积和。

例题9

  1( ) ( 1) ( ) ( 3)f k k k k = + − −

  2 ( ) ( ) ( 4)f k k k = − −

1 2

0

( ) ( ) ( ) ,0, 1 ,3, 6, 6, 5, 3, 0,
k

f k f k f k


=

 
=  =  

 

(0) 1 1 1f =  = (1) 1 1 1 2 3f =  +  = (2) 1 1 1 2 1 3 6f =  +  +  =

(3) 1 1 1 2 1 3 6f =  +  +  = (4) 1 2 1 3 5f =  +  = (5) 1 3 3f =  = ( 5) 0f k  =

( 0) 0f k  =

2 ( )f k n−
2 (1 )f n−

2 (2 )f n−

2 (3 )f n− 2 (4 )f n− 2 (5 )f n− 2 ( )f k n−

0k =
0k 

1k = 2k =

3k = 4k =
5k = 5k 

解得卷积和



例题9
1 2

0

( ) ( ) ( ) ,0, 1 ,3, 6, 6, 5, 3, 0,
k

f k f k f k


=

 
=  =  

 

◼ 小结：有限长序列卷积和的特点

1) 长度为 ， 长度为 ，则 的长度为 ；

2) 的时域范围为两序列的时域范围之和；

3) 图解法便于求卷积和在 k 取特定时刻的值，如：

 
1( )f k  

1N  
2N 

2 ( )f k  
1 2( ) ( )f k f k  

1 2 1N N N= + −

 
1 2( ) ( )f k f k

1 2(2) ( ) (2 ) 1 1 1 2 1 3 6
n

f f n f n
+

=−

= − =  +  +  =

2 (2 )f n−

2k =



不进位乘法

◼ 卷积和的求解

将序列以对位排列的方式代替，然后分别相乘，不进位求和。用

口诀总结：“排两行，右对齐，相乘相加不进位，初始位置要注意”。

例题10

适用于有限长序列的卷积和

已知 ，
  1

0
( ) ,0,3, 1 ,4,2,0,

k
f k

=
=

求卷积和 。

  2
0

( ) ,0, 2 ,1,5,0,
k

f k
=

=

 
1 2( ) ( )f k f k

 1 2
0

( ) ( ) ( ) ,0,6, 5 ,24,13,22,10,0,
k

f k f k f k
=

=  =



◼ 卷积和的性质

➢ 任意序列的分解

任意序列可以用一系列单位序列及其移位信号的线性组合表示

 
( ) ( 1) ( 1) (0) ( ) (1) ( 1) ( ) ( )

n

f k f k f k f k f n k n   
+

=−

= + − + + + − + = −

 ( ) ( ) ( )f k f k k= 

➢ 借助单位序列响应与卷积和求解系统的零状态响应

( )k ( )h k

( ) ( )e n k n − ( ) ( )e n h k n−

( )k n − ( )h k n−

( )zsy k



( ) ( ) ( )zsy k e k h k= 

( ) ( )
n

e n k n
+

=−

− ( ) ( )
n

e n h k n
+

=−

−

时不变性：

齐次性：

叠加性：

单位序列响应：

( )e k



LTI离散系统零状态响应等于激励序列与系统单位序列响应的卷积和。

基本序列与基本响应

任意序列与响应

LTI性质 合成



◼ 卷积和的性质

➢ 交换律 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )f k f k f k f k = 

 1 2 3 1 2 1 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f k f k f k f k f k f k f k + =  + ➢ 分配律

代数性质

   1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f k f k f k f k f k f k  =  ➢ 结合律

复合系统的单位序列响应

n 个并联子系统的等效冲激响应为

n 个子系统序列响应之和

n 个级联子系统的等效单位序列响应

为 n 个子系统序列响应卷积和



◼ 卷积和的性质

移位性质

1 2 1 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )f k f k k f k k f k f k k − = −  = −

1 1 2 2 1 2 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f k k f k k f k k f k k f k k k−  − = −  − = − −

参与卷积和的两个序列，有一个移位，整体就会产生相同的移位

且 ，求卷积和 。

例题11 已知 1 2

1
( ) ( 2) ,  ( ) ( 3)

2

k

f k k f k k 
 

= + = − 
 

1 2( ) ( )f k f k

设 
1 2( ) ( ) ( )f k f k f k= 

 1
1 1

( ) ( ) ( ) 2 1 ( )
2 2

k k

f k k k k  

+    
=  = −    
     



◼ 卷积和的性质

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f k k k f k f k

f k k k k k f k f k k

 

 

 =  =


 − = −  = −

➢ 单位序列的卷积和

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

n n

f k k f n k n f n 
+

=− =−

 = − = 

特殊序列的卷积特性

➢ 阶跃序列的卷积和

序列卷积单位序列等于其本身，卷积

移位的单位序列等于序列本身进行移位：

重现性质。

序列与阶跃序列卷积，相当于对序列变上限求和

( ) ( )h k A k=

( )zsy k

( ) ( 1)h k k= −

( )zsy k

常用子系统的 h(k)

直通通路：( ) ( )h k k=



例题12

如图所示系统由几个子系统组合而成，各子系统的单位序列响应

分别为 ，试求系统总的单

位序列响应 。

1 2 3( ) cos ( ), ( ) ( 2), ( ) ( 1)h k k k h k k h k k   = = − = −

( )h k



例题13

如图所示系统，子系统的单位序列响应分别为 ，

，激励信号 ，求零状态响应 。

 
1( ) 2cos

4

k
h k

 
=  

 

 
2 ( ) ( )kh k a k=  ( ) ( ) ( 1)e k k a k = − −  ( )zsy k
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